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文章 编号 :1005-3085(2010)05-0873-10 
模糊 逻辑 系统 中 公式 的 积分 真 度 和 伪 距 离 * 


TEX 
(盐城 师范 学 院 数 学 科学 学 院 ， 盐 城 224051) 

jü 要: 在 赋值 格 为 [0, 1] 的 模糊 逻辑 系统 .2* 中 ， 本 文 利用 序 结构 和 赋值 函数 的 性 质 研究 公式 的 积分 真 
度 和 伪 距 离 ， 导 出 了 积分 真 度 和 伪 距 离 的 若干 性 质 ， 并 且 给 出 了 在 逻辑 度量 空间 中 逻辑 运算 关于 
伪 距 离 均 连 续 这 一 重要 定理 的 简洁 证 明 。 该 方法 避 开 了 多 重 积分 的 复杂 计算 ;研究 结果 不 仅 可 以 
用 于 公式 的 积分 真 度 和 伪 距 离 的 简化 计算 或 合理 估 值 ， 而 且 拓 宽 了 逻辑 度量 空间 理论 的 发 散 度 与 
相 容 度 以 及 近似 推理 的 研究 思路 。 
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计量 逻辑 学 理论 [的 基本 内 容 是 在 命题 逻辑 系统 中 引进 公式 的 真 度 理 论 ， 并 在 此 基础 
上 提出 公式 间 的 相似 度 和 伪 距 离 概 念 ， 进 而 研究 逻辑 度量 空间 的 基本 性 质 、 逻 辑 理 论 的 
发 散 度 与 相 容 度 及 近似 推理 的 模式 。 所 以 公式 的 真 度 及 公式 间 的 伪 距 离 是 计量 逻辑 学 研 
究 的 主要 问题 之 一 和 由。 文献 [3-5] 已 经 分 别 研究 了 二 值 命题 逻辑 系统 工 、 多 值 Lukasiewicz 命 
题 逻 辑 系统 Ln、 以 及 赋值 格 为 [0,H 的 模糊 逻辑 系统 Luk 中 公式 的 真 度 理 论 及 近似 推理 ， 
但 对 赋值 格 为 [0,1] 的 模糊 逻辑 系统 22* 中 的 积分 真 度 及 伪 距 离 至 今 尚 未 有 具体 的 研究 ， 
而 Luk 中 有 关 积 分 真 度 的 理论 并 不 能 直接 推广 到 .2* 中 。 因 为 : 在 模糊 逻辑 系统 中 ， 北 涵 算 
T R(a,b) = a 一 b 是 一 个 [0,1]? 一 [0,1] 的 二 元 函数 ， 不 同 的 蕴涵 算 子 对 应 着 不 同 的 模糊 逻辑 
系统 。 逻 辑 系统 Luk、.2* 的 蕴涵 算 子 分 别 为 


1 a < b, 


, 


Hys(a,b) = (1— ac b) A1, Ro(a,b) = 
~a Vb, ab, 


显然 有 Riula, b) > Ro(a,b); 在 Luk 中 ，A VB 表 示 (4 一 B) 一 B, T2, Av BOE 
示 (4 一 B) B, ifiié'3 ((A— B) —^ B)A((B — A) — A) Sfr: 特别 是 在 Luk 中 ，p(4, B) 
= d(A, B)， 文 献 [ 四 利用 自然 距离 d( A, B) 的 相关 性 质证 明了 逻辑 度量 空间 (F(S), p) 中 逻辑 
运算 均 连 续 的 重要 定理 ， 而 在 .2* B. p(AQB) Z d(h,B)， 所 以 Luk 中 的 有 关 积分 真 度 理论 
在 .2* 中 不 一 定 成 立 。 因 此 ， 有 必要 对 赋值 格 为 [0, 1] 的 模糊 逻辑 系统 .2* 中 的 积分 真 度 理论 进 
行 深入 细致 的 研究 。 本 文 将 在 .多 * 中 利用 序 结构 知识 和 赋值 函数 保持 “一 ”，“ 一 ”，“V?”， 
“入 ”，“@”，“@” 运 算 不 变 的 性 质 ， 避 开 n 重 积分 的 复杂 计算 ， 不仅 导 出 与 文献 [5] 中 关 
于 逻辑 系统 Luk 中 公式 的 真 度 及 伪 距 离 的 许多 类 似 的 结论 ， 而 且 推出 关于 真 度 及 伪 距 离 的 若干 
新 性 质 ， 特 别 是 关于 运算 “@”，“@” 的 性 质 ， 并 由 这 些 性 质 直接 给 出 在 逻辑 度量 空间 中 逻 
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辑 运 算 “--”，“ 一 ”，“V”，“ 人 ”，“@”，“@” 关 于 伪 距 离 均 连 续 这 一 重要 定理 的 简 
洁 证 明 。 这 些 性 质 不 仅 为 22* 中 公式 的 积分 真 度 及 伪 距 离 的 简化 计算 或 合理 估 值 提供 了 可 能 ， 
而 且 为 研究 逻辑 度量 空间 理论 的 发 散 度 与 相 容 度 以 及 近似 推理 拓宽 了 思路 。 

文中 所 引用 的 概念 、 符 号 及 性 质 ， 若 未 加 说 明 ， 均 参见 文献 [3,5]。[0,1] 上 的 蕴涵 算 子 
取 R SET. 

设 A = f(pi,p2,… ,pn) EeE F(S) RE[0, 1] EWART, v: F(S) 一 [0,1] EX T R fi 
言 的 赋值 ， 以 QR 记 作 全 体 赋值 之 集 。v(4) = f(v(p1),v(p2),… ,Vv(pn))， 由 于 v(pi) (1 < 
i € n) 可 取 [0,1] 中 的 任意 值 ， 所 以 当 v 在 赋值 集 Qk 中 变化 时 就 有 与 4 对 应 的 n 元 函数 : 
[0, 1? 一 [0,1]， 并 以 A4 记 了 。 

gx li] 设 F(S) 是 由 S = {pi,p2,… ,pn} 生 成 的 (~,V, 一 ) 型 自由 代数 ， 在 FF(S) 中 ， 
用 4 入 妃 表示 一 (-4vY aB); HABI A — B; HAeB3m-(A--B) 

3|: 1.12] A, Be F(S), v e Qa, Bl 

v(2A) = — (A); v(A > B) = (A) > (B), 

v(AV B) = (B V A) = v(A) V v(B), v(A^ B) =v(B ^ A) 2 v(A) ^v(B), 

v(A ® B) = (B @ A) = v(A) e (B); v(A @ B) = v(B @ A) = (A) 8 v(B). 

3321.20 WA, B,C e FS)， 则 在 模糊 逻辑 系统 .2* 中 有 

(i) ~Á — ~B x B A; 

(ü) A— (B > C)= B — (A — C); 

(üi) A— BAC x (A— B)A(A— C) 

(iv) A— BVCz(A— B)V(A— C) 

(v) AVB— C=(A— O)A(B > O); 

(i) AAB— C =(A— CO) v (B> O): 

(vii) AVB=((A— B)— B)A((B— A) > A). 


2 公式 的 积分 真 度 
EX 2.3158 i A= A(pi,p2,… ,pn) € F(S) REF, MEn ERS 


TR(A) ji A (z1,23,:-- , Z54)dz1 dz2 t, dzn 
[0,1] 
为 公式 4 的 已 积分 真 度 。 当 忆 取 .2* 殖 涵 算 子 Ro WH, WAFER HEA 
A)= | Aa. 
T(A) A w 


由 定义 2.1 易 得 如 下 基本 结论 : 0 < r(4) XL; # 4 为 重 言 式 ， 则 r(4) = 1; 7(4) = 0 当 且 
仅 当 4 为 矛盾 式 ; 
vr(^4)-1-7(A) 7(A®-A)=0, r(A0-A) 21, r(AV B) 2 r(A) V T(B), 
T(AA B) €v(A) ^rT(B, v(AV B) & r((A— B) — B). 
引 理 2.10 tA, B,C € F(S), o,B € [0,1], Bil 


(i) #A= B(A B), r(A) = T(B): 
(ü) T(AV B) - T(A^B) 2 T(A) + T(B): 
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(ii) 车 7(4) >o, T(A—5 B) 2 B. 则 r(B) 之 a+C 一 1; 

(iv) ##7(A— B) >o, T(B—5 C) 2 8. Mr(A—>C)>a+ß-1:; 

(v) #|— A— B, W|+(A) € T(B). 

命题 2.1 W A,B,C € F(S), Mi 

(i) T(A— (46 B) 2 5 T((A8B)—5 A) =1; T(A—É— B5 (A8 B))=1; 
(ü) T((A 8 B) —C)-T(A—5 (B C)) 

(ii) Z(A@ (BvC)) 2 T((Ae B) V(A@ C)» T(AG(BAC)) 
(iv) T(AG (BvC)) 2 T((AGe B) v (A@ C))., T(AG (BA^C)) 
(v) (AS B) <z(AA B) X T(AVB) € (AG B). 

证 明 ”由 定义 1.1， 引 理 1.2 及 A 一 (B 一 4) 是 .2* 中 定理 得 到 ， 命 题 2.1(i) 的 证 明 如 下 


T((A®B)A(A4®O)); 
T((Ae B)A (A @ O)):; 


T(A —5 (A@ B)) = T(A — (^A > B)) 
r(A = (4 > B)) = r(CA > (GB A) =1, 


T((A @ B) > A) = T(~(A — =B) ^ A) 
= T(7A > (A — =B)) = T(A > (CA -B)) = T(A — (B > A) = 1, 
T(A > (B > (A 8 B))) = T(A — (B — XA > -B))) 
= T(A > ((A > ~B) > 2B) = T((A — 2B) > (A > 2B) = 1. 

由 定义 1.1 和 引 理 2.1 (1) 易 得 命题 2.1 (ii)-(iv)。 

因为 v(4 @ B) < v(AA^B)*HERRBIBE USE, Pr AG B < AA B, ATA @ B) < 
T(A^ B). XATI z(A@ B) > T(AV B)。 于 是 有 

T(AG B) X (AA B) X (AV B) € T(AG D). 

所 以 命题 2.1 (v) 得 证 。 

命题 2.2 W A, B, C e F(S), a,Be [0,1], WJ 

(ü) T(A— B) X (A^ B) —r(A) + 1; 

(ü) T(A^ B) > T(A) - (B) - 1 

(i) S T(A— B) 2o, (A2 C) 2 B. Wr(A—^B^C)2ac-B—1. 

证 明 命题 2.2 (i) 的 证 明 : 设 v(4) -A— a. v(B) - B =b, Wa b € [0,1]. XF Ro ZR 


TT. qa < bhf, 
a—b=1, aAb—a+1=a-a+1=1. 


当 a > 时 ， 
a—b-(1-a)Vb a^b-a+1=b+1-—a > max((1 — a),b). 
于 是 有 a 一 b<aA 和 Ab 一 a 十 1， 所 以 
ZA By J A^ Bao < | GAB. | dao f o 
= r(A^B) — r(A) + 1. 
命题 2.2 (ii) 的 证 明 : 由 引 理 2.1 (11) 得 
r(A^ B) = r(4) +r(B) —+(Av B) >r(4)+r(B) 一 1 
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命题 2.2 (iii) 的 证 明 : HA BACz(A— B)A (A — O) É (ü) nf 

T(A— BAC) = T((A— B)A(A— C)) > t(A > B)++r(A— C)-1 

— a4 -1. 
命题 2.3 设 4, B,C e F(S), W 
(i) T(AVB— BVC) > T(A—5 B) V (A > C): 
(i) T((ANB— B ^C) > T(A— B) V T(B > C); 
Gii) T((B > C) > (A > C) 2 T(A — B) V T(A > C). 
证 明 命题 2.3(i) 的 证明: (AV B — BvO)=+z((A— BvO)A(B— B vO)), 由 于 B 
一 BVCO 是 .2* 中 定理 ， 因 此 
TAVB— BVC) = T(A—5 B vO) 


三 «(A B) V (A C) > r(AA B) V r(A C). 
类 似 可 证 命题 2.3 (1i). 
命题 2.3 (iii) 的 证 明 : r((B > C) > (4 > C)) = r(A > ((B > 0) 一 0)), 在 .2* 中 对 于 a,， 
b, c€ [0,1], Æ (b—5 e) cezbve Tita — (b— e) — c) >a — (bV c), 所 以 


T((B = C) > (A— C)) > r(A —> BV C) > T(A— B) V T(A C). 


命题 2.4 WE AL; € F(S) G = 1,2,.--,n) (n2 2), W 
"( S 4) = Xr+ C 1) >` T(Ai ^ Aj) 
i 1«i«j&€n 
MC) Y] cS AASAAQ oe (h Á A). 
1<i<j<k<n 


推论 2.1 WA; € F(S)(i21,2,---,n) (n23), IJ 


n 


>》'7r(4i)+(-0 Y Ain A;) 


i=1 1€icj£n 


= r( %4) < D+ 1) > T(Ai ^ Aj) + (71)? 5 T(A, ^ Aj ^ Ax). 


1<i<j<m l1<i<ij<k<n 


推论 2.1 可 推广 到 更 一 般 的 情形 : W A; e F(S) (i = 1,2,… ,n) (m >3), W 


n 


DTAi)+(-1) M, AnA) 


i=1 1<i<j<n 


+... ye > T(Ai, ^ Ai, ^ A Aiak) 
1<il<i2<:…<izk En 


« (Ñ A) < Yrd) +O) Y z(A;A Aj) 


i=1 1<i<ij<n 


que Dos >` T(A4 AA; A... ^A) k=1,2,::: 


n 
ES I "i25 
1<i<i2<…<izk+1<n 
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其 中 [中 为 对 的 取 整 。 
推论 2.2 W A; € F(S)(i— 1,2,--.,m), B 


7r (A A) > 37042 781. 


tel 
用 数学 归纳 法 可 证 命题 2.4 和 推论 2.1、2.2， 具 体 证 明 可 参看 文献 [6]。 
推论 2.3 W ALB; e F(S)G = 1,2,-.. n), M 


r(A— À &) ED 


i=1 
证 明 


(a= An) = {a= mo^ (a= A8) 
E - AGB) > rA BD -nt 


3 ARBRES 
定义 3.1 WA, Be F(S), WE 
e mes J RÆ, B) ^ R@B, A) dw. 
A^ 
3 RE Ro ARAT, WEE FË R, BUo(A,B) 21— r((A— B)A (B — A)). 
定理 3.1 p: F(S) x F(S) — [0,1] Æ F(S) EWER, #K(F(S) p) 为 逻辑 度量 空间 。 
证 明 A,B,C e F(S) HEX 3.1 1458 2.2 (ii) 及 引 理 2.1 (iv) 可 得 


定理 3.1 (i) 的 证 明 : p(4, A) 2 1— r((A > A) A(A — A)) = 0. 
定理 3.1 (ii) 的 证 明 


p(A, B) = 1 - T((A > B) ^ (B > A)) = 1 - 7((B > A) ^ (A > B)) = p(B, A). 
定理 3.1 (iii) 的 证 明 
P(A,C) = 1— T((A— C) ^(C — A)) 
< 1—-[r(A— C) * Y(C — A) - 1] 
2-F(A— B) c r(B C) - 1] - [((€ ^ B) +7(B — A) ~ 1] 
= 4- [r(A > B) x (B9 AJ| = F(B > C) - «(C 5 B). 


IA 


因为 
7(A > B) - (B ^ A) = r((A > B) v (B => A)) + «(A 5 B) A (B  A)), 
WiT((A— B)v(B— A)) 21. FA 
p(A,C) < 1-v((A— B)A(B— A)) +1- T((B > C) ^ (C = B)) 
= p(A, B) + p(B, C). 
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由 (i), (ii), (iii) 定理 得 证 。 

命题 3.1 设 4, B e P(S), W 

(i) (A4, B) 22—T(A— B) - T(B > A). 

(ü) T(AV B) - (AA B) € (A, B) €2— T(A) — T(B). 
证 明 命题 3.1(i) 的 证 明 如 下 


p(A,B) = 1—T((A— B)A(B > A) 


1—7(A—5 B) - (B A) - T((A > B) V (B  A)) 


= 2—7T(A— B) - T(B > A). 
命题 3.1 (ii) 的 证 明 : 由 (i) 和 及 命题 2.2 (1) 得 


p(A,B) = 2- t(A > B) — t(B — A) 
> 2—[r(A^ B) - T(A) * 1] - [T(B ^ A) — 7(B) + 1] 
= r(A) + (B) — (A ^ B) 
= r(Av B) — 1(A^ B), 


因为 7(4 一 B) > 7(B)， 所 以 
p(A4,B)=2—7(A4—B)-7(B— A) <2—+(B) — (A), 
因此 
T(AV B) - (A^ B) € ((A, B) < 2 — 1(A) -7(B). 
推论 3.1 WA,T,0erF(S) Rori T Br, 0 为 矛盾 式 ， 则 


pA, T) -1- T(A), p(4, 0) = (A). 


推论 3.2 设 4， Be F(S), # p(A, B) =0, WJ + (A) — (B). 
证 明 由 
p(A,B) 2 2— T(A B) - T(B > A) = 0, 
r(A 一 B) = (B5 A) = 1， 于 是 对 任意 的 赋值 v 有 uv(4) € v(B, Hw(B) < v(4)， 
则 4= 互 ， 所 以 r(4) = 7(B). 
命题 3.2 WA, B e F(S), W 


p(^A,2B) = (AV B, AN B) = (A B, B > A) = (À, B). 
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证 明 ”由 命题 3.1 得 
p(-A,-—5B)=2-—7(-~A—-—-B)-7T(-B— ^A) 
=2_7(B — A) - «(4 — B) = p(A, B), 
p(AVB,AA^B)-2-rT(AVB— AAB) - T(AAB— AV B) 
—2-—T7((A— A)A(A— B) ^ (B > A) ^A (B > B)) 
—Tr((A—^ A) V (A > B) V (B — A) V (B — B)) 
=1-7((4 > B) A (B — A) = p(4, B), 
p(A— B, B — A) < 2 — T(A > B) - T(B 5 A) = p(A, B), 
p(A > B, B — A) 2 T((A > B) V (B > A)) - T((A > B) ^ (B — A)) 
=1-r((A > B) A (B — A)) = p(4, B), 
综 上 可 得 
p( ~A, >B) = p(A V B, A ^ B) = p(A > B, B > A) = p(A, B). 
推论 3.3 W A, An € F(S)(n— 1,2,-.-), MI 
Jim p(An, A) = 0, 
当 且 仅 当 
lim p(^45, 24) = 0. 
命题 3.3 W A, B, C, D e F(S), # A= B, C = D, Wp(A,C) = p(B, D). 
证 明 HAA= B, C= Df8, A— C= B— D, C— A= D O B, 因此 
&(A,C) 2 1— T((4 > C) A (C ^ A)) =1—+((B > D) A (D — B)) = p(B, D). 


命题 3.4 A, B e F(S), W 

(i) (AA B,A) =1—r+(A — B) 

(ü) (AV B, A) =1—+(B > A); 

(i) p(A— B,B) 2-1—- T((A > B) — B) X1— r(AV B). 
证 明 命题 3.4(i) 的 证 明 : 由 命题 3.1 得 


P(A^B,A) —2—T(AAB— A) - r(A— AA B) 
= 2- «(A A) V (B > A)) - (A — A) (A = B) 
1—7(A— B). 


类 似 可 证 命题 3.4 (ii). 
命题 3.4 (iii) 的 证 明 : p(4 一 B, B) 2 1—7(((A— B) > BJA(B (A > B)). AX B 


(A> B) 为 .2* 中 的 定理 ， 所 以 


p(A— B,B)-1-T((A—5 B)—5 B) X1— (AV B). 
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命题 3.5 A,B,C e F(S), MJ | 
(i) (A,B V C) € p (A, B) + (A, C); 
(ü) p(A, AC) € p(A, B) t- p(A, C). 
证 明 命题 3.5(i) 的 证 明 如 下 


p(A,BVC) = 2- (AA (BVO)) -7((BVO) — A) 

2—«((A— B) v (4 > O)) - «(B > A) ^ (C  A)) 
2- rT(A > B) - «(AA C) - (A > B) ^ (A = C)) 
-7(B — A) - (C — A) + «((B — A) v (C — A) 

< 2- 1(A B) - «(B A) -2- 1(A— C) — (C — A) 
= p(A, B) + e(A, C). 


类 似 可 证 命题 3.5 (ii)。 
命题 3.6 WU A,B,C e F(S), W 
(i) p(AAC,BAC) € p(A, B (ü) p(AVC,BVC) € (A, B): 
(iii) p(A — C, B ^ C) < p(A, B); (ivy) (C — A,C— B) € (A, B); 
(v) p(A® C, @ O) € p(A, B); (vi) (AO C, Bo. O) < p(A, B). 
证 明 WM (i), Gi), (v) 为 例证 之 ， 其 余 类 似 。 
命题 3.6 (i) 的 证 明 如 下 
p(A^C,B AC) 
= 2—T((AAC)— (BAC)) - T((BAC) —(A^C)) 
= 2—T((AAC B)JA(AAC— C)) - T((IBAC— A)JA(BAC— C)), 


由 于 4A 人 C 一 C 是 .2* 中 的 定理 ， 因 此 


p(4ACBAC) —2-T((A— B)v (C > B)) - «((B > A) v (C => A)) 
< 2—T(A— B) - "(B > A) = (A, B). 


命题 3.6 (iii) 的 证 明 如 下 


p(A— C, B — C) 
= 2- t((A > ©) > (B > O) - «(B5 €) => (A— C) 
= 2- (B — ((A > C) > 0)) - (A — ((B C) ^ 0)) 
< 2-7(B > AVC)- (AS BV C) 
< 2— 1(B — A) - «(A > B) = (A, B). 
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命题 3.6 (v) 的 证 明 如 下 
p(48 C,B&C) 
= 2—-T((A8C)—5 (B&8C))-7((B&SC)—(AGC) 
= 2-«(^(4 > =C) > «(B > -O)) - ((-(B > C) > «(A > ^C) 
= 2- T((B > =C) > (A > -O)) - *((A ^ ^C) > (B — -0)) 
= 2-r(A ((B > -O) ^ -O)) - «(B — (A — ^C) ^ -O)) 
< 2—-T(A— BV-C) - -(B— Av ^C) 
€ 2—7(A B) - 1(B > A) = p(A, B). 


命题 3.7 WA, B, C, D e F(S), Wu 

(i) (AVC, B v D) € p(A, B) - (C, D); (ü) o(A^C, B A^ D) € p(A, B) - o(C, D); 
(iii) (A — C, B — D) < p(A, B--p(C,D): (iv) ((A&C,BG D) < p(A, B)-p(C, D) 
(v) (A9 C, Be D) € (A, B) + p (C, D). 

证 明 命题 3.7(i) 的 证 明 由 定理 3.1， 命 题 3.6 得 


p(AVC,Bv D) < ((AVC,BVC) - (BVC, Bv D) € p(A, B) + p(C, D). 


类 似 可 证 命题 3.7 (ii)-(v)。 
推论 3.4 WA, B, An, Bn € F(S)(n- 1,2, .), € 


lim p(A,, A) = lim p(B,, B) = 0, 
到 一 OO n—0o 


(i) lim p(An V B4, A V B) = 0. (i) lim p(A, ^ Ba, A^ B) = 0. 
TL— OO 也 一 CO 

(Gii) lim p(An > Bn, A > B) = 0. (iv) lim p(An & Bn, AQ B) = 0, 
noo 也 一 OO 


(v) lim p(An € Bn, A8 B) = 0。 


由 推论 3.3，3.4 可 得 如 下 重要 定理 : 
定理 3.2 在 逻辑 度量 空间 (F(S),p) 中 ， 一 元 运算 “~” 与 二 元 运算 “VvV”， "AU, 


一 ”，“@”，“@” 头 于 p 都 是 连续 的 。 
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Abstract: In the fuzzy logic system .Z* with value lattice [0, 1], we study the integral truth degree 
and pseudo-distance of formulas by using properties of the order structure and the evaluation function. 
Several properties of the integral truth degree and the pseudo-distance are deduced. Furthermore, 
we prove that the logical operations are continuous with respect to the pseudo-distance in the logic 
metric space. The proposed method avoids the complicated calculations of n multiple integral. The 
results can be used to simply calculate or reasonably estimate the values of the integral truth degree 
and pseudo-distance of formulas. Besides, they also broaden the mind for studying the divergence, 
compatibility and approximate reasoning of the logic metric space theory. 
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